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Àííîòàöèÿ
Â ñòàòüå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ îá àñèìïòîòèêå ñïåêòðà ãðàíè÷íîé çàäà÷è
−y′′ − λρy = 0,
y(0) = y(1) = 0
â ñëó÷àå, êîãäà âåñ ρ ∈
◦
W−1
2
[0, 1] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáù¼ííóþ ïðîèçâîäíóþ ñàìîïîäîáíîé
óíêöèè P ∈ L2[0, 1] íóëåâîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà.
 1 Ââåäåíèå
1. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå íàìè áóäåò ïðîäîëæåíî íà÷àòîå â ðàáîòàõ [ÑÔ℄ è [ÈØË℄ èçó÷åíèå ñïåê-
òðàëüíûõ àñèìïòîòèê ãðàíè÷íîé çàäà÷è
−y′′ − λρy = 0,(1)
y(0) = y(1) = 0,(2)
ãäå âåñ ρ ∈
◦
W−12 [0, 1] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáù¼ííóþ ïðîèçâîäíóþ ñàìîïîäîáíîé óíêöèè
P ∈ L2[0, 1]. îâîðÿ áîëåå òî÷íî, ìû íàìåðåíû òåïåðü ïîäâåðãíóòü èññëåäîâàíèþ ðàíåå íå ðàñ-
ñìîòðåííûé ñëó÷àé, êîãäà ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê D óíêöèè P ðàâåí íóëþ. Îïðåäåëåíèå ïîíÿ-
òèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìîé ñàìîïîäîáíîé óíêöèè áûëî äàíî â [ÑÔ,
 3.3℄.
2. Îñîáåííîñòüþ ñëó÷àÿ D = 0 ÿâëÿåòñÿ íåïðèìåíèìîñòü èñïîëüçîâàííîé â ðàáîòàõ [SSM℄, [ÑÔ℄ è
[ÈØË℄ ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ D > 0 òåõíèêè, îñíîâàííîé íà òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ. Äåéñòâè-
òåëüíî, óêàçàííàÿ òåõíèêà ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà àêò ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ íåêî-
òîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ óíêöèé (ñì., íàïðèìåð, îöåíêó [ÑÔ, (4.11)℄), ìåæäó òåì êàê â ñëó÷àå
∗
àáîòà ïîääåðæàíà ÔÔÈ, ãðàíò  07-01-00283, îíäîì ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë, ãðàíò ÍØ-
5247.2006.1, è 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D = 0 äëÿ òàêèõ óíêöèé èìååòñÿ ëèøü íåóëó÷øàåìàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îöåíêà ïîðÿäêà O(1). Â
ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì, äàëåå íàìè áóäåò ðàçâèòà äðóãàÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ.
3. Â äàëüíåéøåì ÷åðåç H ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà
◦
W 12[0, 1], ñíàáæ¼ííîå ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
〈y, z〉⇋
1∫
0
y′z′ dx.
×åðåç H′ ìû ïðè ýòîì áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê H îòíîñèòåëüíî L2[0, 1],
ò. å. ïîëó÷àåìîå ïîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà L2[0, 1] ïî íîðìå
‖y‖H′ ⇋ sup
‖z‖H=1
∣∣∣∣∣∣
1∫
0
yz dx
∣∣∣∣∣∣ .
Åñëè ðàññìîòðåòü îïåðàòîð âëîæåíèÿ J : H → L2[0, 1], òî íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà H′ âûòåêàåò âîçìîæíîñòü íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà
J∗ : L2[0, 1] → H äî èçîìåòðèè J+ : H′ → H.
Êàê è â ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîòàõ [ÑÔ℄ è [ÈØË℄, â êà÷åñòâå îïåðàòîðíîé ìîäåëè çàäà÷è
1 (1), 1 (2) ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíûé ïó÷îê Tρ : H → H′ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèé òîæäåñòâó
(∀λ ∈ R) (∀y ∈ H) 〈J+Tρ(λ)y, y〉 =
1∫
0
(|y′|2 + λP · (|y|2)′) dx.
4. ×åðåç indE ìû äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ èíåðöèè äåéñòâóþùåãî â íåêî-
òîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå E îãðàíè÷åííîãî ýðìèòîâà îïåðàòîðà E, ò. å. òî÷íóþ âåðõíþþ
ãðàíü ðàçìåðíîñòåé ïîäïðîñòðàíñòâ M ⊆ E, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
(∃ε > 0) (∀y ∈M) 〈Ey, y〉 6 −ε ‖y‖2E.
Îáîçíà÷åíèÿ n, ak, dk è βk, ãäå k = 1, . . . , n, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ çàïèñè ïàðàìåòðîâ ñà-
ìîïîäîáèÿ óíêöèè P . Îïðåäåëåíèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ è îïèñàíèå íàêëàäûâàåìûõ íà íèõ óñëîâèé
äàíî â [ÑÔ,  3.2℄. Îñîáî îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûå óñëîâèÿ ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ
ak|dk| < 1 (ñð. äàëåå îðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé èç ïàðàãðàà  3).
×åðåç αk, ãäå k = 0, 1, . . . , n, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü âåëè÷èíû, îïðåäåëÿåìûå ðåêóððåíòíûìè
ñîîòíîøåíèÿìè α0 ⇋ 0 è αk ⇋ αk−1 + ak ïðè k 6= 0.
Íàêîíåö, ÷åðåç m ìû áóäåì îáîçíà÷àòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ∈ [1, n], óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèþ
(∀k ∈ [1, n] \ {m}) dk = 0
(ñð. [ÑÔ,  3.3℄). Ïðè ýòîì, ââèäó òðèâèàëüíîñòè ñëó÷àÿ dm = 0, áóäåò îáû÷íî ïðåäïîëàãàòüñÿ
âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà dm 6= 0.
5. Â äàëüíåéøåì ïðè ññûëêàõ íà ðàçäåëû ñòàòüè, íå ïðèíàäëåæàùèå ïàðàãðàó, âíóòðè êîòîðîãî
äà¼òñÿ ññûëêà, áóäåò äîïîëíèòåëüíî óêàçûâàòüñÿ íîìåð ïàðàãðàà. Ïðè ññûëêàõ íà îðìóëû,
íå ïðèíàäëåæàùèå ïóíêòó, âíóòðè êîòîðîãî äà¼òñÿ ññûëêà, áóäåò äîïîëíèòåëüíî óêàçûâàòüñÿ
íîìåð ïóíêòà.
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 2 Âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ
1. àññìîòðèì äâà ïîäïðîñòðàíñòâà H1 ⊆ H è H2 ⊆ H, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîä-
ïðîñòðàíñòâî H1 èìååò âèä
H1 ⇋ {y ∈ H | (∀x 6∈ [αm−1, αm]) y(x) = 0}.
Ïîäïðîñòðàíñòâî H2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (n−1)-ìåðíóþ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó óíêöèé ek ∈ H, ãäå
k = 1, . . . , n − 1, èìåþùèõ âèä
ek(x) =


x− γk
αk − γk ïðè x ∈ [γk, αk],
δk − x
δk − αk ïðè x ∈ [αk, δk],
0 èíà÷å,
ãäå ïîëîæåíî
γk ⇋
{
αk−1 ïðè k 6= m,
αm − aman ïðè k = m,
δk ⇋
{
αk+1 ïðè k 6= m− 1,
αm−1 + ama1 ïðè k = m− 1.
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå äâà àêòà:
1.1. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ïðÿìîé ñóììû H1 ∔ H2 äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå
H⊖ (H1 ∔ H2) =
{
y ∈ H
(
∀x ∈ [αm−1, αm] ∪
n−1⋃
k=1
{αk}
)
y(x) = 0
}
.
Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 1.1 ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.
1.2. Ïóñòü λ âåùåñòâåííîå ÷èñëî, à M ⊆ H êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì
êâàäðàòè÷íàÿ îðìà îïåðàòîðà J+Tρ(λ) îòðèöàòåëüíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî
N ⊆ H1 ∔ H2 ðàçìåðíîñòè dimM, íà êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ îðìà îïåðàòîðà J+Tρ(λ) òàêæå
îòðèöàòåëüíà.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò èç òîæäåñòâà
(∀y ∈ H1 ∔ H2) (∀z ⊥ H1 ∔ H2) 〈J+Tρ(λ) (y + z), (y + z)〉 = 〈J+Tρ(λ)y, y〉+ ‖z‖2H,
ëåãêî ïîëó÷àåìîãî íà îñíîâå óòâåðæäåíèÿ 1.1 è àêòà ñàìîïîäîáèÿ óíêöèè P .
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2. àññìîòðèì äâà ëèíåéíûõ ïó÷êà A : H1 → H1 è C : H2 → H2 îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäåñòâàì
(∀λ ∈ R) (∀y ∈ H1) 〈A(λ)y, y〉 =
1∫
0
(|y′|2 + λP · (|y|2)′) dx,
(∀λ ∈ R) (∀y ∈ H2) 〈C(λ)y, y〉 =
1∫
0
(|y′|2 + λP · (|y|2)′) dx,
à òàêæå îïåðàòîð B : H1 → H2, óäîâëåòâîðÿþùèé òîæäåñòâó
(∀y ∈ H1) (∀z ∈ H2) 〈By, z〉 =
1∫
0
y′z′ dx.
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå äâà àêòà:
2.1. Ïóñòü λ âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
indA(λ) = ind J+Tρ(amdm λ).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. àññìîòðèì èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð U : H1 → H, îïðåäåëÿåìûé òîæäå-
ñòâîì
(∀y ∈ H1) (∀x ∈ [0, 1]) [Uy](x) = y(αm−1 + amx)√
am
.
Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò èç òîæäåñòâà
(∀y ∈ H1) 〈A(λ)y, y〉 = 〈J+Tρ(amdm λ)Uy,Uy〉,
ëåãêî óñòàíàâëèâàåìîãî íåïîñðåäñòâåííûìè âûêëàäêàìè ñ ó÷¼òîì ñàìîïîäîáèÿ óíêöèè P .
2.2. Ïóñòü λ âåùåñòâåííîå ÷èñëî, íå ïðèíàäëåæàùåå ñïåêòðó ïó÷êà C. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî
ind J+Tρ(λ) = ind[A(λ)−B∗C−1(λ)B] + indC(λ).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ óíêöèé
y ∈ H1 è z ∈ H2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
〈J+Tρ(λ) (y + z), (y + z)〉 = 〈[A(λ)−B∗C−1(λ)B]y, y〉+ 〈C(λ)u, u〉,
ãäå ïîëîæåíî u ⇋ z + C−1(λ)By. Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ýòîãî ðàâåíñòâà è
óòâåðæäåíèÿ 1.2.
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3. àññìîòðèì âåëè÷èíû ζk, ãäå k = 1, . . . , n− 1, èìåþùèå âèä
ζk ⇋


βm − βm−1 + dmβ1 ïðè k = m− 1,
βm+1 − βm − dmβn ïðè k = m,
βk+1 − βk èíà÷å.
Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç Z± äâå âåëè÷èíû
Z± ⇋ #{k ∈ [1, n − 1] | ±ζk > 0}.
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå äâà àêòà:
3.1. Äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà λ > 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
indC(λ) = Z+.
Óòâåðæäåíèå 3.1 íåìåäëåííî âûòåêàåò èç ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî òîæäåñòâà
(1) (∀λ ∈ R) (∀y ∈ H2) 〈C(λ)y, y〉 = ‖y‖2H− λ
n−1∑
k=1
ζk · |y(αk)|2.
3.2. Ïóñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Z++Z− = n− 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî âåùå-
ñòâåííîãî ÷èñëà λ > 0 îïåðàòîð C(λ) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííî îáðàòèìûì, ïðè÷¼ì ïðè λ → +∞
ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà
‖C−1(λ)‖ = O(λ−1).
Óòâåðæäåíèå 3.2 òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñëîæíîå ñëåäñòâèå òîæäåñòâà (1).
 3 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
1. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òðè àêòà:
1.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ dm > 0, Z+ > 0 è Z+ + Z− = n − 1. Òîãäà ñóùåñòâó-
þò âåùåñòâåííûå ÷èñëà µl > 0, ãäå l = 1, . . . ,Z+, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}∞k=1
çàíóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è  1.1 (1),
 1.1 (2) óäîâëåòâîðÿåò ïðè k →∞ àñèìïòîòèêàì
λl+kZ+ = µl · (amdm)−k · (1 + o(1)).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ  2.3.2, íàéä¼òñÿ òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî λ0 > 0,
÷òî ïðè ëþáîì λ > λ0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî ‖C−1(λ)‖ < λ0/(3λ). Îòñþäà è èç î÷åâèä-
íîé îöåíêè ‖B‖ 6 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì λ > λ0 áóäóò òàêæå âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà
(1) ind[A(λ) + λ0/(3λ)] 6 ind[A(λ) −B∗C−1(λ)B] 6 ind[A(λ) − λ0/(3λ)].
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Ïðè ýòîì ñ èñïîëüçîâàíèåì î÷åâèäíûõ ðàâåíñòâ
ind[A(λ) ± λ0/(3λ)] = ind
[
(1± λ0/(3λ))−1 · (A(λ)± λ0/(3λ))
]
èç îöåíîê (1) ëåãêî âûâîäÿòñÿ îöåíêè
(2) indA(λ− λ0/2) 6 ind[A(λ) −B∗C−1(λ)B] 6 indA(λ+ λ0/2).
àññìîòðèì òåïåðü íåóáûâàþùóþ óíêöèþ s : R→ R âèäà
(∀t ∈ R) s(t) = #{k > 1 | λk < et}.
Ñîãëàñíî òåîðåìå [ÑÔ, Òåîðåìà 4.1℄, ýòà óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó
(∀t ∈ R) s(t) = indJ+Tρ(et).
Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ñ îöåíêàìè (2) è óòâåðæäåíèÿìè  2.2.1,  2.2.2 è  2.3.1, óñòà-
íàâëèâàåì, ÷òî ïðè ëþáîì t > lnλ0 áóäóò ñïðàâåäëèâû îöåíêè
(3) s(t+ ln(amdm)− λ0e−t) + Z+ 6 s(t) 6 s(t+ ln(amdm) + λ0e−t) + Z+.
Èç îöåíîê (3) ñëåäóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ òî÷êà t0 > lnλ0, äëÿ êîòîðîé îêðåñòíîñòü ðàäèóñà
2λ0e
−t0/(1 − amdm) íå ñîäåðæèò òî÷åê ðàçðûâà óíêöèè s. Îáúåäèíÿÿ òå æå îöåíêè ñ àê-
òîì ïðîñòîòû âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è  1.1 (1),  1.1 (2) (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó [ÑÔ,
Òåîðåìà 4.1℄), óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì k ∈ N îòðåçîê
∆k ⇋ [t0 − k · ln(amdm), t0 − (k + 1) · ln(amdm)]
ñîäåðæèò ðîâíî Z+ òî÷åê ðàçðûâà óíêöèè s, ïðè÷¼ì êàæäàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé
îòðåçêà ∆k. Êðîìå òîãî, ïðè ëþáûõ k ≫ 0 è l = 1, . . . ,Z+ ðàññòîÿíèå ìåæäó l-òûìè ñëåâà òî÷êàìè
ðàçðûâà óíêöèè s íà îòðåçêàõ ∆k è ∆k+1 îòëè÷àåòñÿ îò âåëè÷èíû − ln(amdm) íå áîëåå, ÷åì íà
λ0e
−t0 · (amdm)k+1. Òåì ñàìûì, äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî.
1.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ dm > 0, Z− > 0 è Z+ + Z− = n − 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò
âåùåñòâåííûå ÷èñëà µl > 0, ãäå l = 1, . . . ,Z−, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λ−k}∞k=1 çàíó-
ìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è  1.1 (1),  1.1 (2)
óäîâëåòâîðÿåò ïðè k →∞ àñèìïòîòèêàì
λ−(l+kZ−) = −µl · (amdm)−k · (1 + o(1)).
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1.2 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 1.1.
1.3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ dm < 0 è Z++Z− = n−1. Òîãäà ñóùåñòâóþò âåùåñòâåí-
íûå ÷èñëà µl > 0, ãäå l = 1, . . . , n− 1, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}∞k=1 çàíóìåðîâàííûõ
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è  1.1 (1),  1.1 (2) óäîâëå-
òâîðÿåò ïðè k →∞ àñèìïòîòèêàì
λl+k(n−1) = µl · (am|dm|)−2k · (1 + o(1)),
à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λ−k}∞k=1 çàíóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé çàäà÷è  1.1 (1),  1.1 (2) óäîâëåòâîðÿåò ïðè k →∞ àñèìïòîòèêàì
λ−(l+Z−+k(n−1)) = −µl · (am|dm|)−2k−1 · (1 + o(1)).
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1.3 òàêæå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 1.1.
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l k λl+2k λl+2k/6
k
1 0 4, 93 · 100 ± 1% 4,9341 ± 10−4
2 0 1, 36 · 101 ± 1% 13,6598 ± 10−4
1 1 4, 94 · 101 ± 1% 8,2322 ± 10−4
2 1 8, 85 · 101 ± 1% 14,7576 ± 10−4
1 2 2, 96 · 102 ± 1% 8,2330 ± 10−4
2 2 5, 31 · 102 ± 1% 14,7577 ± 10−4
1 3 1, 78 · 103 ± 1% 8,2330 ± 10−4
2 3 3, 19 · 103 ± 1% 14,7577 ± 10−4
Òàáëèöà 1: Îöåíêè ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ñëó÷àÿ n = 3, a1 = a2 = a3 = 1/3, m = 3,
d3 = 1/2, β1 = 0, β2 = 2/3, β3 = 1.
l k −λ−(l+k) −λ−(l+k)/6k
1 0 5, 10 · 100 ± 1% 5,1005 ± 10−4
1 1 2, 60 · 101 ± 1% 4,3459 ± 10−4
1 2 1, 56 · 102 ± 1% 4,3458 ± 10−4
1 3 9, 39 · 102 ± 1% 4,3458 ± 10−4
Òàáëèöà 2: Îöåíêè ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ñëó÷àÿ n = 3, a1 = a2 = a3 = 1/3, m = 3,
d3 = 1/2, β1 = β3 = 0, β2 = −1.
 4 Ïðèìåðû
1. Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ äëÿ ïåðâûõ âîñüìè ïîëîæèòåëü-
íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è ØòóðìàËèóâèëëÿ, âåñîâîé óíêöèåé â êîòîðîé âûñòóïàåò
îáîáù¼ííàÿ ïðîèçâîäíàÿ êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìîé óíêöèè ñ ïàðàìåòðàìè ñàìîïîäîáèÿ n = 3,
a1 = a2 = a3 = 1/3, m = 3, d3 = 1/2, β1 = 0, β2 = 2/3, β3 = 1. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà ζ1 = 2/3, ζ2 = 1/3, Z+ = 2, Z− = 0. Äàííûå òàáëèöû èëëþñòðèðóþò óòâåðæäåíèå
 3.1.1.
2. Â òàáëèöå 2 ïðåäñòàâëåíû äàííûå ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ ïåðâûõ ÷åòûð¼õ îòðèöàòåëüíûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è ØòóðìàËèóâèëëÿ, âåñîâîé óíêöèåé â êîòîðîé âûñòóïàåò îáîá-
ù¼ííàÿ ïðîèçâîäíàÿ êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìîé óíêöèè ñ ïàðàìåòðàìè ñàìîïîäîáèÿ n = 3,
a1 = a2 = a3 = 1/3, m = 3, d3 = 1/2, β1 = β3 = 0, β2 = −1. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
ζ1 = −1, ζ2 = 1, Z+ = Z− = 1. Äàííûå òàáëèöû èëëþñòðèðóþò óòâåðæäåíèå  3.1.2.
3. Â òàáëèöå 3 ïðåäñòàâëåíû äàííûå ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ ïåðâûõ øåñòè ïîëîæèòåëüíûõ è ñå-
ìè îòðèöàòåëüíûõ (èñêëþ÷àÿ ïåðâîå) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è ØòóðìàËèóâèëëÿ, âåñîâîé
óíêöèåé â êîòîðîé âûñòóïàåò îáîáù¼ííàÿ ïðîèçâîäíàÿ êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìîé óíêöèè ñ
ïàðàìåòðàìè ñàìîïîäîáèÿ n = 3, a1 = a2 = a3 = 1/3, m = 3, d3 = −1/2, β1 = β3 = 0, β2 = −1. Â
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l k λl+2k λl+2k/6
2k −λ−(l+1+2k) −λ−(l+1+2k)/62k+1
1 0 4, 31 · 100 ± 1% 4,3146 ± 10−4 2, 55 · 101 ± 1% 4,2572 ± 10−4
2 0 3, 81 · 101 ± 1% 38,0536 ± 10−4 2, 28 · 102 ± 1% 38,0535 ± 10−4
1 1 1, 53 · 102 ± 1% 4,2572 ± 10−4 9, 19 · 102 ± 1% 4,2572 ± 10−4
2 1 1, 37 · 103 ± 1% 38,0535 ± 10−4 8, 22 · 103 ± 1% 38,0535 ± 10−4
1 2 5, 52 · 103 ± 1% 4,2572 ± 10−4 3, 31 · 104 ± 1% 4,2572 ± 10−4
2 2 4, 93 · 104 ± 1% 38,0535 ± 10−4 2, 96 · 105 ± 1% 38,0535 ± 10−4
Òàáëèöà 3: Îöåíêè ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ñëó÷àÿ n = 3, a1 = a2 = a3 = 1/3, m = 3,
d3 = −1/2, β1 = β3 = 0, β2 = −1.
ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà ζ1 = −1, ζ2 = 1, Z+ = Z− = 1. Äàííûå òàáëèöû èëëþñòðè-
ðóþò óòâåðæäåíèå  3.1.3.
4. Ïðè ïîëó÷åíèè âûøåïðèâåä¼ííîãî èëëþñòðàòèâíîãî ìàòåðèàëà íàìè áûëà èñïîëüçîâàíà âû-
÷èñëèòåëüíàÿ ìåòîäèêà, îïèñàííàÿ â ðàáîòå [ÂÑÇ℄.
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